6.2.1 Zobrazeni komplexnich ¢isel v Gaussové roviné

Piedpoklady: 6105

Pedagogicka poznamka: Stihnout obsah hodiny je pomérné naro¢né. Pti dostatku Casu je
lepsi dojit pouze k piikladu 7 a zbytek hodiny spojit s ivodem hodiny pfisti, ktera
je také pomérn€ naro¢na.

Redlna ¢isla mzeme zobrazit na ¢iselnou osu. = Jak bychom mohli zobrazit Cisla
komplexni?

Problém: Na ¢iselnou osu se nevejdou, je uz zcela zaplnéna redlnymi Cisly (a ty tvoii jen
malou ¢ast ¢isel komplexnich).

=

Napad: komplexni ¢islo z =a +bi - je uréeno pomoci usporadané dvojice redlnych ¢isel
(redlnd Cast a a imagindrni ¢ast b).

Uspotadané dvojice redlnych ¢isel jsme uz zobrazovali naptiklad u funkci: dvojici ¢isel
[x; f (x):| jsme pfifadili bod v roving, jehoz kartézské soufadnice byly [x; f (x):l

= stejné miZeme postupovat u komplexnich ¢isel a zobrazovat je jako body v roving.

Obrazem komplexniho ¢isla z = a +bi bude bod v roviné o kartézskych souiradnicich
[a;b] .

Pr.1: Nakresli obrazek s kartézskou soustavou soufadnic a zakresli do ni obraz
komplexniho Cisla 2 +i .
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y ProtoZe na svislou osu vynasime hodnoty
imagindrni ¢asti komplexniho Cisla, znacime
ji rovnou pomoci ndsobkd i.
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Pi.2: Do obrazku nakresli obrazy komplexnich ¢isel: z, =5+3i, z, =2-6i, z, =—4+2i,

Z :—E—Si, 2 =3+0i, z, =0+5i, z, =~/2- 7.
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Pojmenovani:
* Rovina jejiZ body povazujeme za obrazy komplexnich ¢isel se nazyvd Gaussova
rovina (podle svého objevitele) nebo rovina komplexnich ¢isel
* Osax (nani se zobrazi ¢isla tvaru a +0i, tedy redlna ¢isla) = realna osa
* Osay (nani se zobrazi ¢isla tvaru 0+ bi, tedy ryze imagindrni ¢isla) = imaginarni
osa

Pi.3: Rozhodni jaky geometricky vztah je mezi obrazy komplexnich ¢isel:
a) komplexn¢ sdruzenych b) opacnych

- a) Zobrazime dvé& dvojice komplexné& sdruZzenych &isel:
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' b) Zobrazime dvé& dvojice opaénych &isel:
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Jak je to s absolutni hodnotou?
Redlna ¢isla: absolutni hodnota = vzdélenost obrazu Cisla na ose od poc¢atku

Plati to i pro obrazy komplexnich ¢isel v Gaussové roviné?
Nakreslime si komplexni ¢islo z =a +bi, plati pro n¢j |z| =+a*>+b* a vypoéteme jeho
vzdalenost od pocatku.
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b Z obrazku je vidét, vzdalenost obrazu
AR | | komplexniho ¢isla z od pocatku se urci jako
va“+b y 14 s X :
piepona v pravouhlém trojihelniku s odvésnami

X la| alp| = d=\|af +p]" =Va* +b* , coz je

vztah pro absolutni hodnotu cisla z.
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v
= podobn¢ jako u redlnych cisel plati:

Vzdalenost obrazu komplexniho ¢isla v Gaussové roviné od poc¢atku soustavy souradnic
je rovna jeho absolutni hodnoté.

‘ Pr.4: Nakresli do Gaussovy roviny obrazy vsech cisel, pro ktera plati |z| =1.

|z| =1 = hleddme cisla vzdalena od pocitku o 1 = body na kruZnici se sttedem v pocatku a

polomérem 1
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Na kruznici je nekonecné mnoho bodiit = komplexnich jednotek je nekonec¢né mnoho. Stejné
tak bude nekone¢n¢ mnoho komplexnich ¢isel s libovolnou dalsi velikosti absolutni hodnoty.

o

F.5: Nakresli do Gaussovy roviny obrazy vSech komplexnich Cisel, pro kterd plati:
a) |2/ 23 b) [2-3i]>|<]22

Hleddme cisla, jejichZ vzdélenost od pocdtku je vetsi nebo rovna trem.
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' b) Hledan4 ¢isla z musi spliiovat dvé podminky:

'+ [2-3i]>|z] = vzdalenost &isla z od pocitku je mensi nez vzdilenost &isla 2—3i od
pocatku,
e |z| =2 = jejich vzdélenost od pocdtku je vétsi nebo rovna 2.



Podobné jako u redlnych cisel plati, Ze absolutni hodnota z rozdilu dvou komplexnich ¢isel

|z1 - z2| se rovna vzdalenosti jejich obrazi v Gaussové roviné.

(BONUS) Dokaz, Ze absolutni hodnota z rozdilu dvou komplexnich Cisel se rovna

P¥. 6:
vzdalenosti jejich obrazi v Gaussove roving.

AL ‘(al +bi) - (a, +b2i)‘ :‘(al —a,)+(b _bz)i‘ = \/(a‘ _a2)2 +(h _b2)2
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' Z obrazku je vidét, vzdalenost obrazi obou komplexnich &isel se uréi jako pfepona

. v pravouhlém trojihelniku s odvésnami |a| a |b| =

d :\/|a1 —a,[ +[b =b,f :\/(al ~a,) +(b =)

Nakresli do Gaussovy roviny obrazy vSech komplexnich cCisel, pro kterd plati:

Pr.7:
b) |z +3-2i[<3

a) [z=1+2i]=2
" a) |z -1+ 2i| =2 V absolutni hodnot¢ je rozdil dvou komplexnich ¢isel.
Upravime vyraz tak, aby bylo ziejmé, o jaka ¢isla jde: ‘z - (1 -2i )‘ =2 = hleddme Cisla,
: jejichz obrazy jsou od obrazu ¢isla 1—2i vzdéleny o 2 = kruZnice s polomérem 2 a se

stfedem v bodé [1; - 2] .



' b) [z+3-2i[<3 V absolutn{ hodnoté rozdil dvou komplexnich &fsel.

<3 = hledame ¢isla

Upravime vyraz tak, aby bylo zfejmé o jaka &isla jde \z —(-3+2i)
jejichz obrazy jsou od obrazu ¢isla =3+ 2i vzdaleny o méné neZ tii = vnitiek kruznice
- s polomérem 3 a se stfedem v bodé¢ [—3; 2] )

Pr.8: Nakresli do Gaussovy roviny obrazy v§ech komplexnich ¢isel, pro kterd plati:
a) [¢=1-3i|=[z +5-i] b) [z+2+5i 2|z +4-i|

- @) V rovnosti vystupuji dvé absolutni hodnoty:
"+ |z=1=3i|=|z~(1+3i)| = vzddlenost od obrazu &isla 1+3i

. |Z+5—i|:‘z—(—5+i)‘:vzdélenost od obrazu &isla =5 +i

' Hleddme ¢isla, jejichZ obrazy jsou od obou ¢isel stejné daleko = osa dsecky s krajnimi body

C1+3i a =5+i



b) V nerovnosti vystupuji dveé absolutni hodnoty:

e |z +2+ 5i| = ‘z - (—2 —Si)‘ = vzdalenost od obrazu ¢isla =2 —5i

“+ |e+4=i|=|z=(~4+i)|= vzdilenost od obrazu &isla —4+i
- Hleddme &isla, jejichZ obrazy jsou od obou ¢isel stejné daleko = osa tisecky s krajnimi body
. 143i a =5+ acisla, kterd jsou bliZe k ¢islu —4 +i nez k ¢islu —2 —5i = horni ¢ast obrazku
! (ptimka obsahuje body, které jsou stejné daleko, ¢ast obrazku, ve které lezi bod —4 +1i,

- obsahuje body, které jsou k bodu —4 +i blize)
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Pr.9: (BONUS) Nakresli do Gaussovy roviny obrazy vSech komplexnich ¢isel, pro ktera

plati z+|z| =3

&

- Vyraz vlevo nakreslit nedokdzeme => zkusime upravovat.

— — 2
i+|Z| = m pouzijeme |z|2 =70
K 4]
: -|I- ||Z| =1 +| Z| E% = F(T T Z)§ absolutni hodnotu miZeme podle vzorcii rozdélit
Z z z
- (|1 -||- Z)| = |Z|||1 r Z| plati |z| = |E| komplexné sdruzend ¢isla se liSi pouze ve
Z ‘ z

- znaménku imagindrni ¢4sti = jejich absolutni hodnoty jsou stejné



[ ki

=tz =l =10+ =1+

=

- Vysledek: [1+2]=3

Upravime: ‘z —(—1)‘ =3 = hleddme ¢isla, kterd jsou od obrazu ¢isla —1+0i vzdalenao 3 =
kruZnice se stfedem v bodé [—1;0] a polomérem 3
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